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Ž .Soit G un sous-groupe fini de Sp 2n, C operant par automorphismes dans´
Ž .l’algebre de Weyl A C . Nous calculons les groupes d’homologie et de cohomolo-` n
Ž .Ggie de Hochschild de l’algebre d’invariants A C .` n
Ž .Let G be a finite subgroup of Sp 2n, C acting by automorphisms in the Weyl
Ž .algebra A C . We compute the Hochschild homology and cohomology groups ofn
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1. INTRODUCTION
Ce texte est consacre au calcul de l’homologie et de la cohomologie de´
Ž .Hochschild des invariants de l’algebre de Weyl A  A C sous l’action` n n
d’un sous-groupe fini G d’automorphismes contenu dans le groupe sym-
Ž .plectique Sp 2n, C . Nous montrons le resultat suivant.´
Ž .THEOREME. Soit G un sous-groupe fini de Sp 2n, C operant par auto-´ ` ´
morphismes dans l’algebre de Weyl A . On designe par AG la sous-algebre des` ´ `n n
Ž .inariants de A sous l’action de G. Pour jN, designons par a G le´n j
nombre de classes de conjugaison d’elements de G ayant la aleur propre 1´´
aec la multiplicite j. Alors, pour tout jN, on a´
dim HH AG  dim H 2 nj AG , AG  a G .Ž .Ž . Ž .C j n C n n j
La preuve s’organise ainsi. Une equivalence de Morita permet de´
reduire le calcul a celui de l’homologie du produit croise A G. Une´ ` ´ n
suite spectrale a la Grothendieck converge vers l’homologie de ce produit`
croise. Nous en calculons le terme E2, ce qui nous permet de montrer que´
cette suite spectrale degenere. Ce terme E2 s’exprime en termes d’ho-´ ´ `
mologie de l’algebre A a coefficients dans les bimodules A g pour` `n n
Ž .gG. La dualite entre les groupes d’homologie H A , A g et de´ j n n
2 njŽ .cohomologie H A , A g induit une dualite entre homologie et coho-´n n
mologie pour le produit croise A G.´ n
 Ce theoreme complete les calculs de 3 , qui traitaient le cas j 0. En´ ` `
particulier, l’homologie et la cohomologie sont concentrees en degres pairs´ ´
et nulles en degres superieurs a 2n.´ ´ `
Ž  .A partir de la suite exacte longue de Connes cf. 10 , ce theoreme´ `
fournit immediatement le calcul de l’homologie cyclique des algebres´ `
G Ž .d’invariants A . En posant b G  Ý a , on aboutit a`n j k j2 j2 k
Ž G. Ž .dim HC A  b G pour jN. Ces groupes sont nuls en degres´C j n j
impairs et stabilises en degre superieur a 2n, la dimension des groupes´ ´ ´ `
Ž .stabilises etant 0 si j est impair ou le nombre de classes de conjugaison´ ´
Ž  .du groupe G si j est pair, j 2n, cf. 3 .
La dualite observee dans l’enonce du theoreme peut s’expliquer en´ ´ ´ ´ ´ `
termes d’invariants d’anneaux de polynomes sous l’action de groupes finis.ˆ
En effet, le gradue associe de AG par rapport a la filtration induite sur AG´ ´ `n n
par la filtration de Bernstein de A s’identifie a S  C X , . . . , X , Y ,`n n 1 n 1
G Ž .. . . , Y . Le groupe fini G etant inclus dans Sp 2n, C , un resultat de´ ´n
 Watanabe 17, Theorem 1, p. 1 nous assure que S est de Gorenstein etn
de dimension injective 2n. D’apres un resultat de Van den Bergh 16,` ´
 Ž G.Proposition 3 et Theorem 1 , one en deduit la dualite HH A ´ ´ j n
2 njŽ G G.H A , A . Nous proposons au paragraphe 7.2 une autre explicationn n
pour cette dualite.´
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Voici un premier exemple d’emploi de ce theoreme. Soit G un sous-´ `
Ž .groupe fini de SL 2, C operant par automorphismes sur le plan. La variete´ ´ ´
quotient est une surface de Klein a point double rationnel, notee S . Le` ´ G
groupe G opere egalement dans l’algebre de Weyl A et l’algebre des` ´ ` `1
invariants AG est une deformation de l’anneau des fonctions regulieres sur´ ´ `1
la surface de Klein correspondante. Les groupes d’homologie de Hochschild
de AG ont pour dimension1
dim HH AG  s 1 dim H 2 AG , AG ,Ž . Ž .C 0 1 C 1 1
ou s designe le nombre de classes de conjugaison d’elements de G,` ´ ´ ´
dim HH AG  1 dim H 0 AG , AG ,Ž . Ž .C 2 1 C 1 1
HH AG  0 pour j distinct de 0 ou 2Ž .j 1
et par dualite´
H k AG , AG  0 pour k distinct de 2 ou 0.Ž .1 1
Ž G.Pour j 0, le groupe HH A est une deformation de l’homologie de´0 1
Poi sŽ .  Poisson H S issue de la structure symplectique de S 2 . Le0 G G
probleme reste ouvert de savoir si un tel resultat de deformation subsiste` ´ ´
pour j 0.
Nous donnerons en fin d’article un autre exemple d’emploi de ce
theoreme.´ `
´2. RAPPELS, NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL
Rappelons que si G est un groupe fini d’automorphismes de la C-algebre`
A, le produit croise AG de base G, a coefficients dans A est la´ `
C-algebre definie par AG	 Ag dans laquelle le produit est` ´ gG
defini par la regle de redressement ag  bh ab g1 gh pour a, b dans A, g´ `
 et h dans G 12 .
Ž .Soit G un sous-groupe de Sp 2n, C . Le groupe G opere par automor-`
 phismes dans l’anneau de polynomes C X , . . . , X , Y , . . . , Y ainsi queˆ 1 n 1 n
Ž .  dans l’algebre de Weyl A  A C  C p , . . . , p , q , . . . , q definie par` ´n n 1 n 1 n
       les relations p , p  p , q  q , q  0 si i j et p , q  1.i j i j i j i i
Le theoreme principal s’enonce ainsi.´ ` ´
Ž .2.1. THEOREME. Soit G un sous-groupe fini de Sp 2n, C operant par´ ` ´
automorphismes dans l’algebre de Weyl A . On designe par AG la sous-algebre` ´ `n n
Ž .des inariants de A sous l’action de G. Pour jN, designons par a G le´n j
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nombre de classes de conjugaison d’elements de G ayant la aleur propre 1´´
aec la multiplicite j. Alors, pour tout jN, on a´
dim HH AG  dim H 2 nj AG , AG  a G .Ž .Ž . Ž .C j n C n n j
Preue. Puisque le groupe G est fini et l’algebre A simple, l’algebre` `n
d’invariants AG sous l’action du groupe G est equivalente au sens de´n
 Morita a l’algebre produit croise A G 1, 13 . Le calcul des dimensions` ` ´ n
Ž G. 2 njŽ G G.dim HH A et dim H A , A se fait pour le produit croise´C j n C n n
Ž .A G, c’est-a-dire qu’on calcule les dimensions dim HH A G`n C j n
2 njŽ .et dim H A G, A G . Le theoreme 6.1 montrera que´ `C n n
Ž . 2 njŽ . Ž .dim HH A G  dim H A G, A G  a G , ce qui ter-C j n C n n j
minera le preuve de 2.1.
Pour obtenir les dimensions des groupes d’homologie d’un produit
croise, nous utilisons le contexte de Morita suivant. Soient k un anneau´
commutatif unitaire, A et B deux k-algebres. Soient P un A-B-bimo-` A B
dule et Q un B-A-bimodule tels que P
 Q soit isomorphe a A en tant`B A B
que A
 Ao p-module et Q
 P soit isomorphe a B en tant que B
`k A k
o p Ž .B -bimodule. Lorsque A, B, P, Q satisfont a ces conditions, on dit que`
A et B sont Morita equivalentes et on ecrit A B. L’invariance par´ ´ M
Ž .equivalence de Morita de l’homologie de Hochschild s’ecrit H A, M ´ ´ j
Ž . Ž  .H B, Q
 M
 P cf. 6 .j A A
Nous aurons egalement besoin des notations suivantes. Soit G un´
 groupe. Nous designons par g la classe de conjugaison de l’element g et´ ´ ´
 par G l’ensemble des classes de conjugaison de G. Le centralisateur de g
Ž .dans G est note Z g .´
n Ž  .n Ž .Le tore T  C est un sous-groupe abelien de Sp 2n, C via l’inclu-´
Ž  .n Ž . Ž . Ž 1sion i : C  Sp 2n, C definie par i g , . . . , g  diag g , g , . . . ,´ 1 n 1 1
1 .g , g .n n
Nous emploierons le lemme de diagonalisation suivant, valable pour les
Ž   .transformations symplectiques d’ordre fini voir 3 pour la preuve .
2.2. LEMME. Soit V un espace ectoriel symplectique de dimension 2n et
Ž .soit g Sp 2n, C une transformation symplectique d’ordre fini r. Il existe
Ž .une base symplectique B e , . . . , e , e , . . . , e de V et n racines1 n n1 2 n
Ž . Ž . 1r-iemes de l’unite  , . . . ,  telles que g e   e , g e   e pour` ´ 1 n i i i ni i ni
1 i n.
Enfin nous utiliserons constamment les deux resultats suivants. Soient R´
un anneau, A et M deux R-modules a gauche et G un groupe operant a` ´ `
Ž . Ž .gauche dans les groupes additifs A et M. Pour x, f GHom A, M ,R
Ž .Ž . Ž 1 .l’egalite x  f a  xf x a definit une action a gauche de G sur le´ ´ ´ `
Ž .groupe additif Hom A, M . Lorsque M est un R-module a droite, pour`R
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Ž . Ž .x, m
 a GM
 A, l’egalite x  m
 a  xm
 xa definit une´ ´ ´R
operation de G dans M
 A.´ R
`3. UNE SUITE SPECTRALE A LA GROTHENDIECK
Soient k un anneau commutatif unitaire, A une k-algebre et G un`
Ž .sous-groupe fini de Aut A . Introduisons la categorie A des AG-´kAl g
bimodules M se decomposant sous la forme M	 M ou M sont´ `g ggG
des groupes additifs tels que AhM M et M AhM . Prenantg h g g g h
h e, on en deduit que pour tout gG, M est un A-bimodule. Par´ g
ailleurs, ces conditions montrent que pour xG et m M , on ag g
1 Ž .1xm x M . Le centralisateur Z g de g dans G opere donc par`g x g x
conjugaison dans M et on pose mx
1  xm x1.g g g
L’isomorphisme de A-bimodules Ax
 M 
 Ax1 M 1 et leA g A x g x
1 Ž .contexte de Morita A B, P Ax , Q Ax montrent a H A, M j g
Ž . Ž .1H A, M . L’algebre A etant un G-module et M un Z g -module,` ´j x g x g
Ž .on deduit des actions de Z g sur les complexes definissant l’homologie et´ ´
la cohomologie de Hochschild de A a coefficients dans M . Par conse-` ´g
Ž . 2 njŽ . Ž .quent les groupes H A, M et H A, M sont des Z g -modules.j g g
Ž .Pour l’homologie cette action est definie pour x, m 
 a 
 
 a ´ g 1 r
Ž . 
reZ g M 
 A parg A
x  m 
 a 
 
 a mx1 
 xa 
 
 xa .Ž .g 1 r g 1 r
Ž . Ž .Pour la cohomologie, cette action est definie pour x, f Z g ´
Ž 
r .eHom A , M parA g
x11 1x  f a 
 
 a  f x a 
 
 x a .Ž . Ž . Ž . g1 r 1 r
3.1. PROPOSITION. Soient k un anneau commutatif unitaire, A une k-
Ž .algebre, G un sous-groupe fini de Aut A et soit M un AG-bimodule` kAl g
appartenant a A.`
Ž .i On a une decomposition´
H AG, M 	 H AG, MŽ . Ž .  g g G 
ainsi qu’une suite spectrale
E2 H Z g , H A , M HH AG, M .Ž . Ž .  Ž .Ž . gr , s ,  g  r s g rs
Ž .ii On a une decomposition´
 g H AG, M 	 H AG, M ;Ž . Ž . g G 
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 Ž .si G : Z g est fini, il existe une suite spectrale
 gr , s ,  g  r s rsE H Z g , H A , M H AG, M .Ž . Ž .Ž .Ž .2 g
Preue. La suite spectrale en homologie est un cas particulier du
 theoreme 2.5.b de Lorenz 11, pp. 501504 . Pour la commodite du lecteur,´ ` ´
nous rappelons les etapes essentielles de la preuve, qui consiste a´ `
interpreter cette suite spectrale comme la suite spectrale de Grothendieck´
   de la composition de deux foncteurs 7, 2.4.1 . Notons C G -Mod et VectC
 respectivement les categories des C G -modules et des C-espaces vecto-´
riels. Considerons les foncteurs´
    F : A C G -Mod et F : C G -ModVectC
definis par´
F M H A , M et F N H G, N .Ž . Ž . Ž . Ž .0 0
 Pour M dans A, notons M 	 M . La decomposition M M, A´ g  hh g 
 	 M  M , A montre que le foncteur F se decompose sous´ g   g  g G 
Ž . Ž .la forme F	 F avec F M  H A, M . L’isomorphisme g   g  0  g  g 
Ž Ž .. Ž .  H G, H A, M H AG, M etabli en 11, Lemme 2.4, p. 500 mon-´0 0 0
 Žtre que le foncteur compose F F est equivalent au foncteur H AG,´ ´ 0
.   Ž . . De F F	 F F , on deduit que le foncteur H AG,´ g  0 g G 
Ž . Ž .se decompose en la somme H AG, 	 H AG, avec´ 0 0  g  g 
Ž .  H AG,  F F . On montre que les foncteurs F et F satis-0  g   g   g 
font aux conditions d’emploi de la suite spectrale de Grothendieck de la
composition de foncteurs. Le terme E2 de cette suite spectrale s’ecrit´
E2  L F L F   L FF Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .r , s ,  g  r s  g  rs  g 
ou L designe la j-ieme derivation des foncteurs. Cette suite spectrale` ´ ` ´j
s’ecrit par consequent´ ´
E2 H G, H A , M H AG, M .Ž .  Ž .Ž . gr , s ,  g  r s  g  rs
Ž .   Ž .On a H A, M  Z G 
 H A, M , c’est-a-dire`s  g  Z Z Ž g . s g
H A , M  IndG H A , M .Ž . Ž .Ž .s  g  Z Ž g . s g
2 Ž Ž .Le lemme de Shapiro montre que le terme E est en fait H Z g ,r , s,  g  r
Ž ..H A, M .s g
Le cas cohomologique est analogue. Pour G fini, le lecteur pourra par
 exemple consulter Stefan et Guichardet 8, 15 . Contentons-nous de
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 Ž .preciser pourquoi en cohomologie, il est necessaire de supposer G : Z g´ ´
fini. Le terme Er , s,  g  de la suite spectrale de Grothendieck s’ecrit cette´2
r , s,  g  rŽ sŽ .. sŽ .fois E H G, H A, M . Le module H A, M est isomorphe2  g   g 
G Ž sŽ ..  Ž .a Ind H A, M , mais puisque G : Z g est fini, ce dernier module` Z Ž g . g
est lui-meme isomorphe a CoindG . Grace au lemme de Shapiro, versionˆ ` ˆZ Ž g .
cohomologique, on obtient
H r G, H s A , M H r Z g , H s A , M .Ž .Ž . Ž .Ž . Ž . g  g
´ `4. RESOLUTION DE L’ALGEBRE DE WEYL
Pour resoudre l’algebre de Weyl A , nous utiliserons l’argument sui-´ ` n
vant, classique en algebre homologique.`
Ž .4.1. PROPOSITION. Soit C, d un complexe de chaınes filtre. On supposeˆ ´
Ž .que la filtration F de C, d est croissante, exhaustie et bornee inferieure-´ ´
ment, c’est-a-dire`
r r1 r 1  4F C  F C ,  F C  C , F C  0 .Ž . Ž . Ž . Ž .r 0
Ž Ž . Ž .. Ž .Alors, si H gr C , gr d  0, il en est de meme de H C, d .ˆj j
En effet, le terme E0 de la suite spectrale associee a la filtration F de´ `
Ž . Ž Ž . Ž ..C, d n’est autre que gr C , gr d .
La resolution de l’algebre de Weyl A necessite un complexe de Koszul´ ` ´n
Ž  .dont nous rappelons ici le principe de construction cf. par exemple 18 .
Soient k un anneau commutatif unitaire, A une k-algebre associative et`
Ž .x x , . . . , x une suite d’elements de A commutant deux-a-deux. On´ ´ `1 r
Ž .introduit le k-module libre V de rang r, de base e , . . . , e ainsi que le1 r
Ž . Ž  Ž . . complexe de Koszul K x, A  A
  V , d ou la differentielle d : A` ´k
sŽ . s1Ž .
  V  A
  V est definie par´k k
s
j1d a
 e   e  1 ax 
 e   e   e .Ž . ˆŽ . Ýi i i i i i1 s j 1 j s
j1
Lorsque la suite x est reguliere dans A, on sait que le module differentiel´ ` ´
Ž . Ž .gradue K x, A est une A-resolution libre de A x .´ ´
Appliquons ce resultat a la C-algebre A Ae  A 
 Ao p et a la suite´ ` ` `n n C n
Ž .reguliere x  x , . . . , x , y , . . . , y avec x  1
 p  p 
 1 et y ´ ` n 1 n 1 n i i i i
e Ž .1
 q  q 
 1, 1 i n. Compte tenu de l’isomorphisme A  x  A ,i i n n
on obtient une Ae -resolution libre´n
Wn  K x , Ae  Ae 
  V , dŽ .Ž . Ž .n n n C
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de l’algebre de Weyl A . Si M est un Ae -module, on a par consequent` ´n n
Ž . Ž n .  Ž .  Ž Ž n ..e eH A , M  H M
 W et H A , M  H Hom W, M .n A n An n
jŽ . 2 njŽ .L’espace vectoriel V etant de dimension 2n, le produit  V  V´
n Ž n .e C induit un isomorphisme entre M
W et Hom W , M . Cetj A 2 njn
isomorphisme respecte les differentielles; on en deduit un isomorphisme´ ´
Ž .non canonique de C-espaces vectoriels
H A , M H 2 nj A , M .Ž . Ž .j n n
Ž  .Pour n 1, cette resolution prend la forme suivante cf. 9, 14 .´
4.2. PROPOSITION. Posons x 1
 p p
 1, y 1
 q q
 1. Le
Ž . ecomplexe W ci-dessous est une A -resolution libre de l’algebre de Weyl A ,´ `1 1
d d 2 1e e e e0 A  A 	 A  A  A  0,1 1 1 1 1
 Ž .  Ž .ou  est la multiplication de A et ou d z , z  z x z y, d z ` `1 1 1 2 1 2 2
Ž .zy,zx .
Ž . n5. CALCUL DE H A , A g POUR g Tj n n
5.1. PROPOSITION. Soit g T1 un automorphisme diagonal de l’algebre`
Ž .de Weyl A . On suppose g id. Alors H A , A g  0 pour j 0,1 j 1 1
kŽ . Ž . 2Ž .H A , A g  0 pour k 2 tandis que H A , A g H A , A g 1 1 0 1 1 1 1
C g.
  gPreue. Pour z et z dans A , on pose z , z  z z  z z . On a1 2 1 1 2 g 1 2 2 1
Ž . Ž . Ž .eH A , A g H A g
 W . L’homologie H A , A g est evidem-´j 1 1 j 1 A j 1 11
ment obtenue en multipliant par g l’homologie du complexe de chaınesˆ
Ž . 1eA g
 W g . Ce dernier complexe s’ecrit´1 A1
d d2 1
0 A  A 	 A  A  0,1 1 1 1
avec
  1   1d m , m  p , m  q , mŽ . g g1 1 2 1 2
et
  1   1d m   q , m , p , m .Ž . Ž .g g2
Ž . 1eLe complexe gradue gr A g
 W g s’ecrit´ ´1 A1
 2 1       0 C X , Y C X , Y 	 C X , Y C X , Y  0,
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avec
 F , F  g1  id X F  g1  id Y FŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .1 1 2 1 2
et
 F  g1  id Y F , g1  id X F ,Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .2
ce qui montre que ce complexe n’est autre que le complexe de Koszul
ŽŽ 1 .Ž . Ž 1 .Ž ..  associe a la suite g  id X , g  id Y de C X, Y . Puisque´ `
1 1  4g T et g id, on a gX X et gY  Y avec   0, 1 . Ceci
ŽŽ 1 .Ž . Ž 1 .Ž ..montre que la suite g  id X , g  id Y est reguliere dans´ `
  Ž .eC X, Y . Le complexe de Koszul gr A g
 W est donc acyclique en1 A1
degre strictement positif. D’apres la proposition 4.1, on en deduit l’acycli-´ ` ´
Ž .ecite en degre strictement positif du complexe A g
 W , soit´ ´ 1 A1
Ž . Ž .H A , A g  0 pour j 0. L’egalite des dimensions dim H A , M ´ ´j 1 1 C j n
2 n jŽ .dim H A , M citee plus haut montre qu’on a egalement´ ´C n
2 jŽ .  H A , A g  0 pour j 0. Rappelons que d’apres 2, Theorem 4 on`1 1
  Ž .a A g A , A g 	 C g, ce qui montre H A , A g  C g et par du-1 1 1 0 1 1
2Ž .alite H A , A g  C g.´ 1 1
Ž . 15.2. Remarques. 1 Pour g T , g id, le complexe de cochaınesˆ
Ž Ž .. 1eHom W, A g g s’ecrit´A 11
dt dt1 2
0 A  A 	 A  A  01 1 1 1
tŽ . Ž     . t Ž .   1 1 1avec d m   p, m ,  q, m et d m  p, m  q,1 g g 2 2 g
 2Ž . Ž Ž t .. Ž t . 1m . Puisque H A , A g  A Im d g et que Im d  p,1 g 1 1 1 2 2
  1 1A  q, A , l’identite´1 g 1 g
  1   1A  p , A  q , A 	 CŽ .g g1 1 1
2Ž .permet de retrouver H A , A g  C g.1 1
Ž .   Ž .2 Pour g id, il est bien connu 9, 14 , que HH A j 1
2 jŽ . Ž . 0Ž .H A , A  0 si j 2 et HH A H A , A  C.1 1 2 1 1 1
5.3. THEOREME. Soit n 1 un entier et soit g T n un automorphisme´ `
Ž .diagonal de l’algebre de Weyl A . Notons 2 g la multiplicite de la aleur` ´n
propre 1 de g. Alors, on a
H A , A g  C gŽ .2Ž g . n n
et
H A , A g  0 si j 2 g .Ž . Ž .j n n
Ž .En outre, ces modules sont des Z g -modules triiaux.
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´ n 1 eŽ .Preue. Ecrivons g g , . . . , g  T avec g  T . Le A -bimodule1 n i n
A g est isomorphe a 
n A g et la formule de Kunneth conduit a` ¨ `n l1 1 l
H A , A g 	 H A , A g 
 
H A , A g .Ž . Ž . Ž .j n n j 1 1 1 j 1 1 nj    j j 1 n1 n
Ž .Pour que H A , A g soit non nul, il faut j  2 et g  id ou j  0 etj 1 1 l l l ll
Ž .g  id. Ceci montre que si H A , A g  0, on a necessairement j´l j n n
Ž . Ž .Ý j  2 g et H A , A g  C g.l 2Ž g . n n
5.4. Remarque. Avec les notations du theoreme, on a evidemment´ ` ´
H 2 n2Ž g . A , A g  C g etŽ .n n
H 2 nj A , A g  0 si j 2 g .Ž . Ž .n n
Ž .6. CALCUL DE HH A Gj n
Ž .6.1. THEOREME. Soit G un sous-groupe fini de Sp 2n, C operant par´ ` ´
Ž .automorphismes dans l’algebre de Weyl A . Pour jN, on designe par a G` ´n j
le nombre de classes de conjugaison d’elements de G ayant la aleur propre 1´´
aec la multiplicite j. Alors on a´
dim HH A G  dim H 2 nj A G, A G  a G .Ž . Ž . Ž .C j n C n n j
Preue. La suite spectrale de Grothendieck s’ecrit´
E2 H Z g , H A , A g HH A G .Ž . Ž . Ž .Ž .  gr , s ,  g  r s n n rs n
Ž .Le lemme de diagonalisation 2.2 nous assure qu’il existe x Sp 2n, C tel
que g xgx1 appartienne a T n. On a vu en 3 que l’on a un isomor-`
Ž . Ž .phisme H A , A g H A , A g . Le calcul effectue en 5.3 montre´s n n s n n
Ž . Ž .que ce dernier groupe est un Z g -module trivial car Z g agit triviale-
Ž . 2 Ž .ment par conjugaison sur C g. On en deduit E  C g si r, s ´ r , s,  g 
Ž Ž .. 20, 2 g et E  0 sinon. En particulier, la suite spectrale degenere,´ ´ `r , s,  g 
Ž . Ž . Ž .ce qui conduit a HH A G  C g si j 2 g et HH A G` j n  g  j n  g 
Ž . Ž . 0 sinon. Puisque HH A G 	 HH A G , on obtientj n j n  g  g G 
Ž . Ž .dim HH A G  a G . Le calcul cohomologique est rigoureusementC j n j
identique.
6.2. Fin de la Preue du Theoreme 2.1. Le theoreme 6.1 et l’equivalence´ ` ´ ` ´
de Morita A G AG citee au paragraphe 2 achevent la preuve du´ `n M n
theoreme 2.1.´ `
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´ ´7. UN RESULTAT DE DUALITE
 Dans ce paragraphe, nous montrons que le theoreme 1 de 16 se´ `
generalise aux produits croises.´ ´ ´
Soit k un corps de caracteristique nulle et soit A une k-algebre telle´ `
que Ae soit noetherienne. Nous dirons que A satisfait a la condition de´ `
dualite de Van den Bergh s’il existe dN et un A-bimodule inversible U´
tel que pour tout jN et tout A-bimodule M, on ait un isomorphisme de
k-modules
 : H A , U
 M H d j A , M .Ž . Ž .j j A
En choisissant M Ae, on voit que U est necessairement egal a´ ´ `
d Ž e.eExt A, A . Supposons que G soit un groupe operant dans A. Soit M´A
un AG-bimodule; on considere M-comme un G-module pour l’action´
Žadjointe. Alors, il existe des operations canoniques de G dans H A, U
´ j A
. d jŽ .M et H A, M pour lesquelles  est une application G-equivariante.´j
d Ž e.eEn effet, G opere canoniquement dans U Ext A, A . On verifie que` ´A
 les isomorphismes introduits par Van den Bergh 16, p. 1346 dans la
preuve de son theoreme de dualite sont bien equivariants pour ces´ ` ´ ´
operations.´
PROPOSITION 7.1. Soit A une k-algebre satisfaisant a la condition de` `
Ž .dualite ci dessus et soit G un sous-groupe fini de Aut A . Alors, pour tout´ k
AG bimodule M de la categorie A et pour tout jN, on a un isomor-´
phisme
H AG, U
 M H d j AG, M .Ž . Ž .j A
Preue. Notons Er , s,  g  la suite spectrale de Grothendieck associee au´2
rsŽ . g  2calcul de H AG, M et notons E celle associee au calcul de´r , s,  g 
Ž .H AG, U
 M . De G fini et k de caracteristique nulle, on´rs A  g 
deduit Er , s,  g   0 E2 si r 0 tandis que du lemme de Shapiro,´ 2 r , ds,  g 
0, s,  g  sŽ . Z Ž g . sŽ .on deduit E  H A, M  H A, M . L’isomorphisme´ 2 g g Z Ž g .
0, s,  g  Ž Ž de Van den Bergh etant equivariant, on a donc E H A, U´ ´s 2 ds
. . 0, s,  g  2
 M , c’est-a-dire E  E pour tout s. De tout ceci, on`A g Z Ž g . 2 0, ds,  g 
d jŽ . g  Ž .    deduit H AG, M H AG, U
 M pour tout g  G .´ j A  g 
7.2. Remarque. Supposons que A soit a dualite de Van den Bergh, de` ´
A-bimodule inversible U et que A soit Morita equivalente a B par le´ `
Ž .contexte de Morita A, B, P, Q . Alors B est egalement a dualite de Van´ ` ´
den Bergh, de B-bimodule inversible VQ
 U
 P.A A
Ž . 2 njŽ .L’algebre de Weyl A satisfait la dualite H A, M H A, M` ´n j
rappelee au paragraphe 4, ce qui montre que A est a dualite de Van den´ ` ´n
2 nŽ e .eBergh. On verifie que U Ext A , A est isomorphe a A . On en´ `A n n nn
deduit que pour M A G et jN, la proposition 7.1 fournit les´ n
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isomorphismes
HH A G H 2 nj A G, A G .Ž . Ž .j n n n
Puisque AG  A G, on obtient la dualite´n M n
HH AG H 2 nj AG , AGŽ . Ž .j n n n
pour jN.
Ž .W8. L’EXEMPLE D 
Soit  une algebre de Lie semi-simple de dimension n et de rang l, `
une sous-algebre de Cartan et W le groupe de Weyl. L’algebre duale ` `
est alors une W-representation. Le groupe W agit par automorphismes´
 Ž .lineaires dans les fonctions polynomiales sur  , identifiee a S  ainsi´ ´ `
 Ž  .que dans l’algebre des operateurs differentiels sur  notee D ` ´ ´ ´
Ž .isomorphe a l’algebre de Weyl A C .` ` l
L’algebre des operateurs differentiels W-invariants sur  est alors` ´ ´
Ž .Gisomorphe a A C et le theoreme principal s’applique a cette derniere` ´ ` ` `l
Ž .algebre. Pour calculer les groupes de co homologie de Hochschild, nous`
Ž .aurons besoin des nombres a W pour W agissant dans la representation´j
. En effet, pour appliquer le theoreme principal nous remarquons que´ `
Ž  .W s’identifie a un sous-groupe de Sp 	  et que la multiplicite de la` ´
valeur propre 1 d’un element de W agissant dans la representation 	 ´ ´ ´
est le double de la multiplicite de la valeur propre 1 du meme element de´ ˆ ´ ´
W agissant dans la representation . Cette multiplicite est aussi la´ ´
dimension du sous-espace de  invariant par l’element considere. Le´ ´ ´ ´
theoreme principal donne alors:´ `
8.1. THEOREME. On a´ `
Wdim HH D   a W pour 0 j lŽ . Ž .Ž .C 2 j j
et
Wdim HH D   0 sinon.Ž .Ž .C j
Ž .Dans la suite, nous allons determiner les nombres a W suivant les´ j
types des algebres de Lie simples de dimension finie. A cette fin, nous`
 utiliserons l’article classique de R. Carter 4 qui fournit une classification
complete des classes de conjugaison des groupes de Weyl des algebres de` `
Lie simples de dimension finie. Cette classification donne en outre le
polynome caracteristique d’une classe de conjugaison et en particulier laˆ ´
multiplicite de la valeur propre 1 pour chaque classe de conjugaison de W´
agissant dans la representation .´
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n1 ŽType A . Considerons l’espace C , sa base canonique B e , e ,´n 1 2
. Ž . 4. . . , e et l’hyperplan H z , z , . . . , z 	 Ý z  0 . Alors Wn1 1 2 n1 i
s’identife au groupe symetrique de B et son action dans  a l’action du´ `
groupe symetrique de B restreinte a H. Pour 0 j n, nous devons´ `
Ž .denombrer les classes de conjugaison du groupe Sym B ayant 1 comme´
valeur propre avec multiplicite j. Comme Ýe est invariant sous l’action de´ i
ces permutations, on obtient
a W  partitions de n 1 en j 1 parts . 4Ž . Ž . Ž .j





de partitions ,  tels que     n. La multiplicite de 1 comme´
valuer propre de la classe de conjugaison correspondante est donnee par le´
nombre de parts de la premiere partition.`





partitions ,  tels que     n avec la condition supplementaire´
que le nombre de parts de  est pair; en outre, s’il n’y a pas de seconde
partition et que les parts de la premiere partition sont toutes paires, il y`
correspond deux partitions. La multiplicite de 1 comme valeur propre de la´
classe de conjugaison correspondante est donnee par le nombre de parts´
de la premiere partition.`
Type G . a  3, a  2 et a  1.2 0 1 2
Type F . a  9, a  8, a  5, a  2 et a  1.4 0 1 2 3 4
Type E . a  5, a  6, a  7, a  3, a  2, a  1 et a  1.6 0 1 2 3 4 5 6
Type E . a  12, a  18, a  13, a  9, a  4, a  2, a  1 et7 0 1 2 3 4 5 6
a  1.7
Type E . a  30, a  31, a  24, a  12, a  8, a  3, a  2,8 0 1 2 3 4 5 6
a  1 et a  1.7 8
8.2. Remarque. Les dimensions des groupes d’homologie de Hochschild
dans le cas A sont donnees par une fonction generatrice classique. Soit´ ´ ´n
Ž .  p i, j le nombre de partitions de i ayant j i parts. On a alors 5 ,
1
j i1 p i , j x y  .Ž .Ý 2 31 xy 1 xy 1 xy . . .Ž . Ž . Ž .1ji
Plus precisement, soit  la sous-algebre de Cartan standard de´ ´ `n1
Ž .sl n 1 , W  S le groupe de Weyl correspondant. Alors, la for-n1 n1
mule suivante fournit les dimensions etudiees pour toutes les algebres de´ ´ `
type A simultanement:´n
W k1 n1n 1dim HH D  x yŽ .Ž .Ý 2 k n1
0kn , n1
1
  1 xy.2 31 xy 1 xy 1 xy . . .Ž . Ž . Ž .
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Il serait interessant de calculer des fonctions generatrices analogues´ ´ ´
pour les types B, C et D.
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